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В данной работе рассматривается задача оптимального  управления связанными 

изгибно-крутильными  колебаниями стержня, причем  уравнения колебаний состоят из 
двух дифференциальных уравнений четвертого порядка. Доказывается существование 
и единственность  решения рассматриваемой краевой задачи и теорема существова-
ния оптимального управления. 
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Как известно, многие колебательные и волновые процессы описы-
ваются гиперболическими уравнениями. Поэтому  среди задач оптималь-
ного управления, задачи описываемые такими уравнениями имеют важ-
ное значение. Существует большое количество задач оптимального уп-
равления для гиперболических уравнений, например, см. [ ]4,3,2,1 . Отме-
тим, что можно привести ряд физических процессов, которые приводят к 
дифференциальным  уравнениям четвертого порядка: задачи  о колебании 
стержней, пластин, камертона, расчета устойчивости вращающихся ва-
лов, изучения вибраций судов и др. [ ]5 . Поэтому постановка и изучение 
задач оптимального управления для гиперболических уравнений четвер-
того порядка является актуальной. 
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§1. Постановка задачи.   
Рассмотрим колебания стержня [ ]7,6 , описываемые системой двух диф-
ференциальных уравнений в области  { }TtlxQ <<<<= 0,0  
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где 0,0 >> Tl -заданные числа, ),( txy - поперечное перемещение, ),( txθ - 
угол поворота поперечного сечения стержня, E -модуль Юнга, I - поляр-
ный момент инерции поперечного сечения относительно его центра тяже-
сти, ρ - плотность материала стержня, A - площадь поперечного сечения, 
e - расстояние от центра тяжести до центра кручения, ωC - секториальный 
момент инерции поперечного сечения, G - модуль сдвига, C - геометри-
ческая жесткость свободного кручения, ωEC -жесткость изгибного круче-
ния, GC - жесткость свободного кручения, ),( txυ -управляющая функция. 
За класс допустимых управлений adU  берем множество измеримых и ог-
раниченных на Q  функций ),( txυ ,таких, что почти при всех  Qtx ∈),(  
значения  этих функций принадлежат отрезку [ ]βα , ,где βα , - заданные 
числа. 

Ставится следующая задача: найти такое допустимое управление 
),( txυ  из adU , которое вместе с соответствующим решением 

( ) ( )( )txtxy ,,, θ   задачи )3()1( −  доставляет минимум функционалу 
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Задачу оптимального управления )6()1( −  назовем просто задачей 
)6()1( − . Под обобщенным  решением задачи )5()1( −  для заданного до-

пустимого управления ( )tx,υ  понимается вектор-функция 
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В дальнейшем мы при естественных условиях на  данные краевой задачи  
( ) ( )51 −  будем доказывать теорему существования и единственности  ре-
шения этой задачи. Отметим, что такое решение обладает  свойством  
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Допустимое управление ( )tx,0υ , являющееся решением задачи ( ) ( )61 −   
называется оптимальным управлением, а тройка ( ) ( )( )txtxtxy ,,,),,( 000 υθ  –
оптимальной тройкой, где ( )( )txtxy ,),,( 00 θ  – решение краевой задачи 
( ) ( )51 −  , соответствующее допустимому управлению. 

Будем  предполагать, что выполняются следующие условия: 
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RQ .  
Функции ( ) 2,1,,,,,,, =iqpytxfi υθ  по ( )qpy ,,,θ  удовлетворяют условию 

Липшица равномерно относительно ( )
−

∈Qtx,   и  [ ]βαυ ,∈ ; функция 
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( )υθ ,,,,,,0 qpytxf  удовлетворяет условию роста 

( ) [ ]2222
000 ,,,,,, qpybaqpytxf ++++≤ θυθ , где 0, 00 >= constba ; 
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( ) ( ) ( ){ ,,,,,,,,,,,,,, 0
3

21 υθηξξηθ qpytxfRqpytxR ≥∈=+  
                                   

( ) ( ) [ ]}βαυυθξυθξ ,,,,,,,,,,,,,,, 2211 ∈== qpytxfqpytxf  
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Эти условия назовем  «условие А».  
 

§2. Вопрос существования и единственности решения краевой зада-
чи ( ) ( ).51 −  

Теорема1: При выполнении первых двух условий  «условие А» 
краевая задача ( ) ( )51 −  для каждого ( ) adUtx ∈,υ   имеет единственное ре-
шение. А для совокупности  решений задачи ( ) ( )51 − , соответствующих 
всем допустимым управлениям, справедлива оценка  
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Доказательство. Для доказательства существования решения приме-
ним метод  Фаедо-Галеркина.  
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Здесь  и  в  дальнейшем  через C  будем обозначать различные пос-
тоянные, не зависящие  от ( )tx,υ  и от оцениваемых величин. Действи-

тельно, умножая каждое из равенств (10) и (11) на свое 
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Суммируя  эти равенства, отсюда с помощью простых  преобразований  
можно получить:  
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В силу элементарных неравенств 222 baab +≤  и  ( )222 baab +−≥− , 
и учитывая  начальные условия (12), (13),  из последнего равенства имеем 
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Пусть, 10 << e   и  ( ) 01 >−+ eAeI . Тогда  учитывая, что функции 

( )υθ ,,,,,, qpyxtfi  ( )2,1=i  по аргументам ( )qpy ,,,θ  удовлетворяют усло-
вию Липшица, из неравенства  (15) получим   
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Учитывая эквивалентность норм в пространстве  ( )loW ,2
2

0

  и усиливая 

правую часть неравенства имеем 
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Применяя лемму Гронуолла  [ ]8 , из этого неравенства получаем 
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[ ] ,,,0 adUTt ∈∀∈∀ υ   где  ( ) ( )( ) .2,1,,,0,0,0,0,,, == itxtxftxa ii υυ  
Последнее неравенство является неравенством ( )14 . Интегрируя по-

следнее неравенство по t   имеем  

( ) ( )
.

22

1,2
2

1,2
2

consty
QW

N

QW

N ≤+ θ                                                   (16) 

Благодаря  (16)   из последовательности   { } ...,2,1,, =Ny NN θ  можно 
выбрать  последовательность  (за которой мы сохраним то же обозначе-
ние), сходящуюся слабо в  ( ) ( )QWQW 1,2

2
1,2

2 ×  и равномерно  по [ ]Tt ,0∈   в 
норме ( ) ( )lLlL ,0,0 22 ×  к  некоторому  элементу  ( ) ( ) ( )QWQWy 1,2

2
1,2

2, ×∈θ . 
Покажем, что  ( )θ,y  есть обобщенное  решение задачи  ( ) ( )51 − . Началь-
ные условия  ( )xyy t 00 ==   и   ( )xt 00 θθ ==  будут выполнены в силу толь-

ко что отмеченной  сходимости  ( )txy N ,   к ( )txy ,  и  ( )txN ,θ   к ( )tx,θ  и 
того, что  ( ) ( )xyxy N

00, →   в ( )lL ,02 , ( ) ( )xxN
00, θθ →   в ( )lL ,02 . Для дока-

 83 



зательства же справедливости тождеств  ( )7  и  ( )8  для  ( ) ( )( )txtxy ,,, θ  по-
ступаем следующим  образом. Умножим каждое из соотношений  (10)  и 
(11)  на свою функцию ( ) ( )TWtdl ,01

2
1 ∈ , ( ) 01 =Tdl  и ( ) ( )TWtdl ,01

2
2 ∈ , 

( ) 02 =Tdl , затем полученные равенства просуммируем по всем  l  от  1 до 
N  и проинтегрируем  по t   от  0 до T . После этого в некоторых  слагае-

мых проведем интегрирование по частям, перенося 
t∂
∂  с Ny  и  Nθ  на  
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l
ll xtdtx

1

1
1 , ϕψ   и  ( ) ( ) ( )∑

=

=
N

l
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справедливые  при ( )tx,1ψ∀   вида  ( ) ( )∑
=

N

l
ll xtd

1

1 ϕ   и  ( )tx,2ψ∀   вида   

( ) ( )∑
=

N

l
ll xtd

1

2 ϕ . Множество таких ( )tx,1ψ   и  ( )tx,2ψ  обозначим  через  1
Nℜ   

и  2
Nℜ ,  соответственно.  
В силу  теорем о компактности  вложений  [ ]9   при  ∞→N   имеем 

θθ →→ NN yy ,     равномерно  в ( ),QC                                                    (19) 

xxx
y

x
y NN

∂
∂

→
∂
∂

∂
∂

→
∂
∂ θθ,   сильно  в ( ).2 QL                                                 (20) 

Поскольку  θθ →→ NN yy ,  слабо  в  ( )QW 1,2
2  при  ∞→N              (21) 

 84 



и в силу  условий на функции  ( ),,,,,,, υθ qpyxtfi  ,2,1=i  они  имеют ли-
нейный рост по  ( ),,,, qpy θ учитывая  (19),(20),(21) можно перейти к пре-
делу в (17) и (18)  по  выбранной выше подпоследовательности  при  за-
крепленном ( )tx,1ψ  и ( )tx,2ψ  из  какого-либо 1

iNℜ  и  2
iNℜ , соответствен-

но. Это приводит к тождествам (7) и (8) для предельных функций   

( ) ( )txtxy ,,, θ  при любых ( ) 11 ,
iNtx ℜ∈ψ , ( ) ., 22
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1

=ℜ
∞

=

i
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i
N   
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2 , а  ( ) ( ) ( ),, 1,2

2
1,2

2 QWQWy ×∈θ то  (7)  и (8)  будут выпол-
няться  для  ( )θ,y   при любых   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0,,0,,, 21
1,2

2
1,2

2
21 ==×∈ TxTxQWQW ψψψψ  

Итак, мы доказали, что предельная вектор-функция ( ) ( )( )txtxy ,,, θ  
является обобщенным  решением  задачи ).5()1( −  

Поскольку норма в банаховом пространстве слабо полунепрерывна 
снизу, то из (16) следует, что для предельной  вектор-функции ( )θ,y  
справедлива оценка  (9), или, что тоже,  неравенство   
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               (22) 

Единственность решения задачи )5()1( −  следует из того, что функ-
ции ( ),,,,,,, υθ qpyxtfi  2,1=i  удовлетворяют условию Липшица по  
( ).,,, qpy θ  Так как оценка  (22)  получена  равномерно  по  ( ),, txυ  то  от-
сюда следует вторая  часть утверждения теоремы 1. 

§3. Существование оптимального управления в задаче ).6()1( −  
Теорема 2. Пусть выполняется  «условие А». Тогда в задаче )6()1( −  

существует оптимальное управление. 
Доказательство. Обозначим через γ  нижнюю грань функционала  

( )υJ  в множестве ddU : 
( )υγ

υ
J

adU∈
= inf . 

Из условия ≠adU Ø  следует, что +∞<γ . Покажем, что −∞>γ . 
Предположим, что ( ){ } −∈ ddk Utx,υ минимизирующая последовательность 
допустимых управлений. Через ( ) ( )( )txtxy kk ,,, θ  обозначим решение зада-
чи  )5()1( − , соответствующее ( )., txkυ  Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dxdttx
x
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x

txytxtxytxfJ
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

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∂
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∞→∞→

,,,,,,,,,,,limlim 0 υθθυγ . 

Поскольку в силу доказанной теоремы 1 
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( ) ( ) ,1,2
2

1,2
2

consty
QWkQWk ≤+ θ  

то из последовательности  ( ){ }txk ,υ  можно выделить такую последова-
тельность ( ее тоже обозначим через ( ){ }txk ,υ ), что  

00 , θθ →→ kk yy    слабо  в  ( )QW 1,2
2     при ∞→k  .                                 (23) 

Тогда по теоремам о компактности  вложений   [ ]9   при ∞→k   имеем 
       00 , θθ →→ kk yy    равномерно  в  ( ),QC                                    (24) 
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Из условий, налагаемых на функции ( ),,,,,,,0 υθ qpyxtf   и из условия     
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Из условий, налагаемых на ( ),,,,,,, υθ qpyxtfi 2,1=i     получается, что 
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слабо в ( )QL2 . 
Тогда по теореме Мазура [ ]10   можно построить такую выпуклую 
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и обозначим  ( ) ( )txztxss
,,lim 0=

∞→
λ . Из условий, налагаемых  на функцию  

( )υθ ,,,,,,0 qpyxtf  следует, что   ( )txz ,0   интегрируема и конечна почти 
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С другой стороны, из равенства  
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Значит                                     ( )∫∫ ≤
Q
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Теперь покажем, что  
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значим через  1Q  множество точек  ( ) Qtx ∈, , для которых  ( )txz ,0  конеч-
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Ясно, что  mesQmesQ =1 . Для каждого  k   определим множество 

( )( ) ( ) [ ]{ }βαυ ,,,,, ∈∈= txQtxtxE kk . 

По определению допустимых управлений  ,...2,1,0 == kmesEk  . Пусть     
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при ∞→k , следует, что для любого 0>δ  существует  такое  ( ) 00 >δk , 
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где
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Из  (27), (28) следует, что     
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где  ( ′ )  означает транспонирование. 
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где через clcoA  обозначена выпуклая  замкнутая оболочка множества A . 
Отсюда в силу ( )Q - свойства Чезари  из  [ ]13,12  следует, что  
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Тогда по определению множества  ( )qpyxtR ,,,,, θ+ , существует такая 
функция ( )tx,υ , что она принимает значения из  [ ]βα ,   и   
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Поэтому  по обобщенной  лемме  Филиппова  [ ]15,14   имеется такая изме-
римая функция ( )tx,0υ , что ( ) [ ]βαυ ,,0 ∈tx       и почти всюду в  Q       
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Покажем, что вектор-функция  ( ) ( )( )txtxy ,,, 00 θ   является решением зада-
чи ( ) ( )51 − , соответствующим  управлению ( )tx,0υ . По  определению 
обобщенного решения задачи ( ) ( )51 − , для любых функций  
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имеют место интегральные тождества  
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Переходя к пределу в равенствах  (31),(32)  и учитывая  соотношения  
(23), (24), (25), (26), имеем  
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Если здесь учесть  соотношение (30), то получим, что  ( ) ( )( )txtxy ,,, 00 θ   
является обобщенным решением задачи ( ) ( )51 − , соответствующим 
управлению  ( )tx,0υ . Поэтому    

( ) γυ ≥0J .                                                                            (33) 
Выше мы показали, что   
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Тогда отсюда и учитывая соотношение  (29), имеем:  
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Из  (33)  и (34) следует, что  ( ) γυ =0J , т.е.  ( ) ( ) ( )( )txtxtxy ,,,,, 000 υθ - опти-
мальная  тройка, а  ( )tx,0υ - оптимальное управление. Теорема доказана. 
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ЧЦБУЬУН ЯЛАГЯЛИ ЯЙИЛМЯ-БУРУЛМА РЯГСЛЯРИНИН ЗЯИФ ГЕЙРИ-ХЯТТИ 
ТЯНЛИКЛЯРИ ЦЧЦН ОПТИМАЛ ИДАРЯЕТМЯ МЯСЯЛЯСИ 

 
В.Б.НЯЗЯРОВА 

 
ХЦЛАСЯ 

 
Ишдя чцбуьун яйилмя бурулма рягс тянликляри цчцн оптимал идаряетмя мясялясиня ба-

хылыр, беля ки, рягс тянликляри ики дюрд тяртибли диференсиал тянликдян ибарятдир. Бахылан сярщяд 
мясялясинин щяллинин варлыьы, йеэанялийи вя оптимал идарядиъинин варлыьы теореми исбат едилир. 

 
Ачар сюзляр: оптимал идаряедиъи, чубуг, яйилмя-бурулма рягсляри 
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OPTIMAL CONTROL PROBLEM RELATED TO WEAK NON-LINEAR EQUATION 
OF THE TORSION-FUNCTIONAL VIBRATIONS OF BAR 

 
V.B.NAZAROVA 

 
SUMMARY 

 
In the work the optimal control problem related to the torsion-flectional vibrations of bar 

is considered. The vibration equations consist of two forth order differential equations. The 
theorems on existence and uniqueness of the solution of the considered boundary problem, and 
existence of the optimal control are proved. 
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